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Motifs de frise

Le jeu de Conway et Coxeter (1973) : entre les deux lignes de 1s,
remplir la grille avec des entiers strictement positifs tels que

b
a d = ad—-bc=1 (régle du diamant)
c

Le nombre ¢ de lignes (sans le bord) est la largeur de la frise.



Une stratégie

En commencant avec un « éclair » de 1s, on peut tricoter avec la régle
du diamant (en forme d = 1<),
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Une stratégie

En commencant avec un « éclair » de 1s, on peut tricoter avec la régle
du diamant (en forme d = 1<),

Surprise 1 : on n'obtient que des entiers (malgré la division)!
Surprise 2 : le résultat est périodique!

Ces phénomeénes sont généraux, et la période est ¢ + 3.



Phénoméne de Laurent

La frise générale de largeur 2 :
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Phénoméne de Laurent

La frise générale de largeur 2 :

1 1 1 1 1
u 1+ w 14+ u
1 T T 2
1+uwu " 1+u+w u 1+ w
up 2 uup ! u
1 1 1 1

Tous les coefficients sont polyndmes de Laurent, mais cette propriété
n'est pas du tout évidente :

14 14+ u+ w
uq U . U1(1+U1+U2+U1U2) . (1+U1)(1+U2) . 1+
1+uw u1u2(1 -+ U2) U2(1 + Uz) us
u

A cause de ce phénomeéne de Laurent, on obtient des entiers a u; = 1.
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Algebres amassées

Fomin et Zelevinsky (2002) définissent une algébre amassée A en
construisant récursivement un ensemble de générateurs (variables
amassées) dans Q(uy, ..., up).

Théoreme (Fomin—Zelevinsky 2002)

Chaque variable amassée de A est un polynéme de Laurent dans les
variables u, . . ., u,.

La démonstration originale de Fomin et Zelevinsky et purement
combinatoire : il y a aussi une version géométrique par Gross, Hacking,
Keel et Kontsevich.



Algebres amassées

Fomin et Zelevinsky (2002) définissent une algébre amassée A en
construisant récursivement un ensemble de générateurs (variables
amassées) dans Q(uy, ..., up).

Théoreme (Fomin—Zelevinsky 2002)

Chaque variable amassée de A est un polynéme de Laurent dans les
variables u, . . ., u,.

La démonstration originale de Fomin et Zelevinsky et purement
combinatoire : il y a aussi une version géométrique par Gross, Hacking,
Keel et Kontsevich.

Observation (Caldero—Chapoton 2006)

Dans la frise générale de largeur n, les coefficients sont les variables
amassées d'une algebre amassée (de type A,).

— coefficients entiers positifs, en posant u; = 1.



Suites de quiddité

Deuxiéme stratégie : choisir une suite périodique pour la premiére ligne

(la suite de quiddité) et tricoter verticalement en utilisant ¢ = Lb_l.
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Suites de quiddité

Deuxiéme stratégie : choisir une suite périodique pour la premiére ligne
(la suite de quiddité) et tricoter verticalement en utilisant ¢ = 21,

Probleme 1 : il faut diviser, et si a = d = 1, on obtient 0.

Probléeme 2 : est-ce qu’on va arriver a une ligne de 1s, apres la largeur
prévue par la périodicité de la premiére ligne?

Pour éviter ces problémes, il faut choisir la suite de quiddité avec soin.



Polygones triangulés

Observation remarquable de Conway et Coxeter : les suites de quiddité
valides sont exactement ceux qui viennent de polygones triangulés.
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Observation remarquable de Conway et Coxeter : les suites de quiddité
valides sont exactement ceux qui viennent de polygones triangulés.
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4 1
Pour obtenir une suite de quiddité valide pour une frise de largeur £, on

choisit une triangulation d'un polygone a ¢ + 3 cotés.

Les coefficients de la suite sont les nombres de triangles incidents a
chaque sommet du polygone.



Polygones hyperboliques

En donnant un polygone idéal dans le disque de Poincaré, on peut
mesurer les longueurs de ses cotés et ses diagonales.
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Polygones hyperboliques

En donnant un polygone idéal dans le disque de Poincaré, et une
collection d'horocycles aux crétes, on peut mesurer les A-longueurs de
ses cOtés et ses diagonales.

L'espace décoré de Teichmiiller 7,, consiste des pairs d'un n-gone idéal
dans le disque de Poincaré et un choix d'horocycles, a équivalence pres.



Le « flip »

Mouvement de Whitehead / relation de Ptolémée :
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Tk .g

AikAje = NijAke + NieAjk
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De cette maniére, les A-longueurs des arcs dans une seule triangulation
déterminent toutes les autres.



Le « flip »

Mouvement de Whitehead / relation de Ptolémée :

fi
PN

V2RSS

AikAje = NijAke + NieAjk
De cette maniére, les A-longueurs des arcs dans une seule triangulation

déterminent toutes les autres.

Théoreme (Penner, 1987)

Chaque triangulation du n-gone détermine un isomorphisme
A T = (R%)20=3.




Retour vers les frises

Les A-longueurs d’un n-gone idéale
forment un motif de frise réel (a coefficients).

A2 A23 Azq Ags As6 A67 A7g ST A2 A23
A13 A24 A3s A6 As7 Aes A17 A2g A13

Asg A14 A2s A36 A4z Asg A6 A2z Asg A14
Aag A1s A26 A3z Aag A1s A26 A3z Aag

a7 Asg A6 Aoz A3 A1a A2s A36 Aa7 Asg
As7 68 A1z A2g A13 A2 Azs As6 As7

Ase Ae7 A7 Mg A12 A23 A3a Ags As6 A67



Retour vers les frises

Les A-longueurs d’un n-gone idéale
forment un motif de frise réel (a coefficients).

A2 A23 Azq Ags As6 A67 A7g ST A2
A13 A24 A3s A6 As7 Aes A17 A2g

Asg A14 A2s A36 A4z Asg A6 Aoz Asg
Aag A1s A26 A3z Aag A1s A26 A3z

a7 Asg A6 Aoz A3 A1a A2s A36 Aa7
As7 68 A1z A2g A13 A2 Azs As6

Ase Ae7 A7 Mg A12 A23 A34 Ags As6

La regle du diamant correspond a une relation de Ptolémée :

AijAit1j+1 = Aijr1 it + Aiit1Aj 1

A13

As7

A23

A4

Asg

A67



Retour vers les frises

Les A-longueurs d’un n-gone idéale a c6tés de longueur 1
forment un motif de frise réel .

Asg A14 A2s5 As6 A7 Asg A6 A2z Asg A4

As7 68 A1z A2g A13 A2 A3s Aa6 As7

La regle du diamant correspond a une relation de Ptolémée :

AijAit1j41 = Aijjr1Aipry + 1



Théorie des amas

Résultat : un motif de frise de largeur n est un point entier positif de

Tnt3.




Théorie des amas

Résultat : un motif de frise de largeur n est un point entier positif de

Tnt3.

Interprétation en théorie des amas (Gekhtman—Shapiro—Vainshtein
2005) : Tp43 est la partie positive d'une variété amassée complexe de
type A,.

Il'y a des résultats similaires pour autres « espaces positifs », par
exemple la Grassmannienne totalement positive Grf%.



Représentations de carquois
Un carquois Q est un graphe dirigé (quand on I'utilise pour algebre).

Une représentation V' du carquois assigne un espace vectoriel a chaque
sommet et une application linéaire a chaque fléche.

(53)

1——2 K2 —— K2

Q= =
N/ N
K2



Représentations de carquois
Un carquois Q est un graphe dirigé (quand on I'utilise pour algebre).

Une représentation V' du carquois assigne un espace vectoriel a chaque
sommet et une application linéaire a chaque fléche.

(53)

K? —— K?

1——2
Q: V:
\3/ (gg)\ /(g;)
K2

La représentation est indécomposable si elle n'est pas une somme
directe non triviale.

KzﬁKzNK%K O%K K%O

N T NA T NL TN A

0 K K



Classification 7

Q : Pour un carquois donné, est-ce que c'est possible de classer les
représentations indécomposables & isomorphisme pres?
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Classification 7

Q : Pour un carquois donné, est-ce que c'est possible de classer les
représentations indécomposables & isomorphisme pres?

A : Non! (Typiquement.) Mais il y a des exceptions notables.

Forme normale de Smith :
RQ=1—2: V,:K#K, V,=K—0, V.=0—K

Forme normale de Jordan :
Jn,)\

RQ="4": V,,)\:g;7 pour ne N, A e K

)



Diagrammes de Dynkin

Théoreme (Gabriel)

Un carquois connexe Q a un nombre fini de représentations
indécomposables (a isomorphisme pres) si et seulement si Q est une
orientation d'un diagramme de Dynkin (simplement lacé). Les
indécomposables sont en bijection avec les racines positives.

Ans1 1 2 3 4 n
Dn>4 1 2 4 5 n

3
Eezs : 1 2 3 5 e 6,7,8




Type A, : diagrammes de corde

Les représentations indécomposables des carquois de type A, sont
encodées en diagrammes de corde.

R=1—2+—-3—4—5
1

VK-S KEK-SK-SK= 2345



Type A, : diagrammes de corde

Les représentations indécomposables des carquois de type A, sont
encodées en diagrammes de corde.

R=1—2+—3—4—5

V:K%KéKéKéKzlzﬂs

Comme ca, on peut décrire entierement la catégorie rep Q.

3

/ \ A
\ 7 1.3
/ 4 274
S

4 3

\3
e
~

e

AVA

\/
7 N

3
5 2 1



Compter les sous-représentations
Pour chaque indécomposable, on compte les sous-représentations
(= segments initiaux, en considérant le diagramme comme un poset).

/\ 23
\ 7 \"3
4/4\ o
/\/ N

3
5 2 1

3

S

7
~
e

AVA



Compter les sous-représentations
Pour chaque indécomposable, on compte les sous-représentations
(= segments initiaux, en considérant le diagramme comme un poset).

1 3,
2 5
2/3\\1234 A4 \
5
2 Ny . T /3\

B L
e N N N

2 3 2



Compter les sous-représentations

Pour chaque indécomposable, on compte les sous-représentations
(= segments initiaux, en considérant le diagramme comme un poset).



Compter les sous-représentations

Pour chaque indécomposable, on compte les sous-représentations
(= segments initiaux, en considérant le diagramme comme un poset).

N
=
w
~
=
N
N
w
N

On a trouvé une frise!



La catégorie dérivée bornée

Pour V €repQ et i € Z, soit ¥’V un symbole formel.

Les objets de la catégorie dérivée bornée DPQ sont les sommes directes
(formelles) de ces symboles.

Les morphismes de DPQ sont les morphismes et les extensions de
rep @ :

Hompuo(Z'V, VW) = Extly '(V, W) (= 0'si j — i ¢ {0,1}).
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. . . . . . . . . .
N AN AN AN AN N N AN AN AN
. . ° ° ° ° . . ° . .
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. . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . .
NN AN AN AN AN AN AN AN AN



Symétrie

La catégorie D" Q possede une auto-équivalence ¥: ¥’V — Y1V,

En type A, I'auto-équivalence X est une réflexion glissée, et rep Q est
un domaine fondamental.

° ° ° °
N 2N AN AN AN A
. . . . .
NN AN AN A N AN AN AN
° . ° . .
NN AN AN AN AN A
. . . . . . .
N N AN AN AN

() L] ° () L] o

NN SN N AN AN AN AN A
° ° . ° . . . ° .

AN /AN AN S




Symétrie

La catégorie D" Q possede une auto-équivalence ¥: ¥’V — Y1V,

En type A, I'auto-équivalence X est une réflexion glissée, et rep Q est
un domaine fondamental.

° ° ° °
N 2N AN AN AN A
. . . . .
NN AN AN A N AN AN AN
° . ° . .
NN AN AN AN AN A
. . . . . . .
N N AN AN AN

() L] ° () L] o

NN SN N AN AN AN AN A
° ° . ° . . . ° .

AN /AN AN S

Une deuxiéeme auto-équivalence, la translation 7 d'Auslander—Reiten,
décale vers la gauche.



La catégorie des orbites

La symétrie ¥ ! o 7 a le méme domaine fondamental qu'une frise.

AN A N A

. . °
AN AN AN
. ° . .
AN AN A N
. . . .

N AN N AN AN AN

AN AN AN AN A
L] L] L] L] L]

() (] ° () L]

N AN AN AN AN AN

N AN AN AN AN S
L] L[] L] L] °




La catégorie des orbites

La symétrie ¥ ! o 7 a le méme domaine fondamental qu'une frise.

() (] ° () L]

N AN AN AN AN AN

N AN AN AN AN S
L] L[] L] L] °

AN A N A

. . .
AN AN AN
. . . .
AN AN AN A
. . . . . . . . . .

2N AN N AN AN AN

AN AN AN AN A
L] L] L] L] L]

Definition (Buan—Marsh—Reineke—Reiten—Todorov, 2006)

Pour un carquois acyclique Q, la catégorie amassée Cq est la catégorie
des orbites

Co:= DbQ/(Z_l oT).

Les objets sont méme que dans PP Q, et les morphismes sont

Home, (X, Y) = @ Hompuo(X, (1 0 7)"Y).
neZ




La catégorie amassée

Definition (Buan—Marsh—Reineke—Reiten—Todorov, 2006)

Pour un carquois acyclique Q, la catégorie amassée Cq est la catégorie
des orbites

Co =D°Q/(Z o).

Les objets sont méme que dans PP Q, et les morphismes sont

Home, (X, Y) @ Hompb o(X, (Z71 0 7)"Y).
neZ

Remarque

» Voir aussi Caldero—Chapoton—Schiffler pour type A.

» Voir aussi Amiot pour les carquois a cycles.

» Plusieurs autre généralisations : Plamondon, Igusa—Todorov,
GeiB-Leclerc—Schréer, Buan—lyama—Reiten—Scott, Jensen—King—Su,
Demonet—lyama, P, Wu, Keller-Wau,...




Le caractere amassé

Le caractére amassé CC: Cgo — Q[uil, ..., uF'] de Caldero-Chapoton

CC(X) = umdX Z x(Gre(GX))u~Be
e<dim GX

convertit (certains) objets indécomposables de Cq en variables
amassées.

L'objet GX est une représentation de Q.



Le caractere amassé

Le caractére amassé CC: Cgo — Q[uil, ..., uF'] de Caldero-Chapoton

CC(X) = umdX Z x(Gre(GX))u~Be
e<dim GX

convertit (certains) objets indécomposables de Cq en variables
amassées.

L'objet GX est une représentation de Q.

Fait essentiel : pour chaque maille 7X — @f‘zl Ei— X,ona

/
CC(X) CC(7X) Hcc X X

—> la regle du diamant!



Frise sur une catégorie amassée

Au=1 ona

CCX) = Y x(Gre(GX)),
e<dim GX

le « nombre » de sous-représentations de la représentation GX de Q, ol
les familles infinies sont comptées soigneusement.



Frise sur une catégorie amassée

Au=1 ona

CCX) = Y x(Gre(GX)),
e<dim GX

le « nombre » de sous-représentations de la représentation GX de Q, ol
les familles infinies sont comptées soigneusement.

Dans le type A, et pour X indécomposable, il n'y a pas de famille
infinie, et donc

CC(X) = #{sous-représentations de GX}.

Il'y a plusieurs Q avec les Cg équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.



Variation de @

Il'y a plusieurs Q avec les Cq équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.

On obtient un tel @ pour chaque configuration possible de 1s dans la
frise : ces configurations ont une description algébrique.
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N AN AN AN AN AN AN AN AN A



Variation de @

[l'y a plusieurs Q avec les Cg équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.

On obtient un tel @ pour chaque configuration possible de 1s dans la
frise : ces configurations ont une description algébrique.

° 1 . . 1 . . ° °
AN AN AN AN AN AN AN AN AN
. 1 . . ° 1 . ° ° 1
N AN AN AN AN AN AN AN A NS

° 1 . . ° 1 . ° .

AN 2N AN AN AN AN AN AN AN
1

° 1 ° ° ° 1 ° ° °

N AN AN AN AN AN AN AN AN

1 . . . . 1 ° . 1




Variation de @

[l'y a plusieurs Q avec les Cg équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.

On obtient un tel @ pour chaque configuration possible de 1s dans la
frise : ces configurations ont une description algébrique.

2 1 3 4 1 2 2 3 2
AN AN AN AN AN AN AN AN AN
5 1 2 11 3 1 3 5 5 1
N N AN 2N AN AN AN AN AN A
2 1 7 8 2 1 7 8 2
AN AN 2N AN AN AN AN AN N
1 3 5 5 1 2 11 3
N 2N AN AN AN AN A N A N AN A
1 2 2 3 2 1 3 4 1




Variation de @

Il'y a plusieurs Q avec les Cq équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.

On obtient un tel @ pour chaque configuration possible de 1s dans la
frise : ces configurations ont une description algébrique.
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. . . . . . . . . .
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. . . . . . . . .
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Variation de @

[l'y a plusieurs Q avec les Cg équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.

On obtient un tel @ pour chaque configuration possible de 1s dans la
frise : ces configurations ont une description algébrique.

1 . 1 . ° 1 . ° 1
AN AN AN AN AN AN AN AN AN
1 ° ° ° ° 1 . . 1 .
N AN AN 2N AN AN AN AN AN A
. . [ ] . (] . . .
AN 2N AN AN AN AN AN AN AN
. 1 ° . 1 . . ° ° 1

N AN AN AN AN AN AN AN AN

° 1 ° . 1 . 1 ° .




Variation de @

[l'y a plusieurs Q avec les Cg équivalentes, et donc plusieurs caractéres
amassés qui donnent des différentes frises.

On obtient un tel @ pour chaque configuration possible de 1s dans la
frise : ces configurations ont une description algébrique.

1 4 1 3 2 1 4 2 1
AN AN AN AN AN AN AN AN AN
3 3 2 5 1 3 7 1 3
N AN AN AN AN AN AN AN AN A
2 2 5 3 2 2 5 3 2
AN 2N AN AN AN AN AN AN AN
5 1 3 7 1 3 3 2 5 1
N AN AN AN AN AN AN AN A N A
2 1 4 2 1 4 1 3 2




